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Anadlisis de componentes principales (ACP)

El Analisis de componentes principales (ACP) es una técnica de estadistica multivariada utilizada
generalmente para reducir la dimensionalidad de un conjunto de datos. Esta técnica también puede
verse como un método para transformar variables correlacionadas en variables no correlacionadas.

El ACP hace uso de la matriz de varianzas y covarianzas del conjunto de datos. Si este conjunto esta
compuesto por p variables pues entonces necesitariamos p componentes para explicar la varianza total
del sistema. Sin embargo es posible utilizar k componentes (con k<p) para explicar una gran porcién de
la varianza total. Este Ultimo hecho es el que nos ayuda a reducir la dimensionalidad del sistema.

En los mercados financieros esta técnica se utiliza con mucha frecuencia en el analisis de la curva de
tasas de interés. La curva en general estd compuesta por diferentes nodos segun su plazo al
vencimiento. Estos nodos normalmente se mueven en conjunto y tienen una alta correlacién. Si
utilizdramos los nodos de cada mes hasta 1 afio y luego los de cada afio hasta 30 afos tendriamos un
total de 42 nodos. En claro que modelar un nimero tan alto de variables es dificil. Sin embargo vamos a
ver como usando el ACP podemos reducir este nimero a tan sélo 2 o 3 variables.

Una manera sencilla de entender la metodologia de calculo del analisis de componentes principales es a
través de un ejemplo en 2 dimensiones. Ldgicamente no tiene mucho sentido aplicar este método en 2
dimensiones debido a que no vamos a obtener ningln beneficio para reducir la dimensionalidad del
sistema. Sin embargo debido a su facil representacién grafica el ejemplo en 2 dimensiones puede ser
bastante ilustrativo. En la Figura 1 podemos observar un diagrama de dispersidn entre las tasas de los
Interest Rate Swaps (IRS) de Chile a 2 y 5 afios. Estas variables las podemos llamar X1 y X2. En nuestro
curso de DERIVADOS DE TASAS DE INTERES INTERMEDIO explicamos con detalle el funcionamiento de
los IRS.

Figura 1
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Como es de esperarse ambas tasas (X1 y X2) tienen una correlacion alta. La elipse que esta dibujada en
rojo abarca casi toda la nube de puntos correspondiente al conjunto de datos. Y1 y Y2 son los vectores
propios asociados a estos datos y se pueden interpretar como unos ejes de coordenadas rotados. Alli
podemos observar que estos dos vectores son perpendiculares. Esto es equivalente a decir que los
vectores son ortogonales y por lo tanto no estdn correlacionados. El tamafo de cada vector propio se
conoce como valor propio.

Y1 y Y2 son en este caso las componentes principales del conjunto de datos. Normalmente las
componentes principales se ordenan de mayor a menor segun las magnitudes de sus valores propios, es
decir de su variabilidad. En este caso Y2 seria la primera componente principal ya que posee la mayor
variabilidad. El andlisis se puede extender a p dimensiones. Por ejemplo en el caso de p=3 no
estariamos hablando de una elipse sino de un elipsoide en 3 dimensiones (como un balén de futbol
americano).

En la Figura 2 podemos observar las variables Y1 y Y2 rotadas. Esto se logra basicamente a partir de la
transformacion lineal del tipo.

Y=AX
Figura 2
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Basicamente lo que se hace alli es premultiplicar X por una matriz A transpuesta para rotar el conjunto
de datos. Los elementos de la matriz A son de gran importancia y pueden ser utilizados en diversas
aplicaciones como lo ilustraremos a continuacién. En el Anexo 1 se explica con detalle el método de
calculo tanto para p=2 como para un p general.
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Vamos a ilustrar 2 de las aplicaciones del ACP usando una base de datos con informacion de la evolucion
de las tasas de los IRS chilenos. Alli tenemos un total de 12 nodos (los dos primeros son las tasas de 3y 6
meses y luego tenemos tasas de algunos afios siendo 20 afios el vencimiento mas largo). Contamos con
un total de 333 observaciones lo cual nos da aproximadamente 7.5 afios de observaciones semanales.

Al aplicar la funcidon prcomp en R a esta base de datos obtenemos la matriz A que se ilustra en la Figura
3. En la Figura 4 podemos observar las desviaciones estandar y varianzas de las 12 componentes
principales.

Figura 3

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 Al10 All Al2
0.50) (0.38) 0.61 (0.21) (0.22) 0.33 0.17 0.03 (0.07) 0.03 (0.03) 0.02
0.50) (0.27) 0.04 0.22 0.16 (0.55) (0.50) (0.12) 0.15 (0.06) 0.05 (0.07)
0.45) (0.11) (0.42) 036 035 0.09 0.57 0.07 (0.12) 0.03 (0.00) 0.07
0.33) 0.10 (0.48) (0.07) (0.33) 0.45 (0.42) 0.28 0.26 0.07 (0.06) 0.10

CHSWPC.Curncy
CHSWPEF.Curncy
CHSWP1.Curncy
CHSWP2.Curncy

CHSWP3.Curncy 0.25) 0.21 (0.25) (0.30) (0.24) (0.04) 0.01 (0.38) (0.47) (0.18) 0.05 (0.53)
CHSWPA4.Curncy 0.20) 0.26 (0.06) (0.35) (0.13) (0.27) 0.14 (0.25) (0.01) (0.15) 0.04 0.75
CHSWP5.Curncy 0.17) 029 0.04 (0.32) 0.00 (0.30) 0.29 0.12 0.46 0.54 (0.07) (0.29)
CHSWP7.Curncy 0.13) 032 0.16 (0.16) 0.26 (0.04) 0.04 0.48 0.11 (0.67) (0.19) (0.14)

—~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~~~ — —

CHSWP8.Curncy 0.12) 033 0.17 (0.01) 0.24 006 (0.18 0.30 (0.34) 0.25 069 0.07

CHSWP10.Curncy| (0.11) 033 017 0.10 0.28 0.11 (0.25) (0.09) (0.35) 0.32 (0.66) 0.12

CHSWP15.Curncy| (0.09) 0.34 018 0.21 022 0.39 (0.03) (0.58) 0.44 (0.14) 0.19 (0.07)

CHSWP20.Curncy| (0.08) 0.36 020 0.62 (0.61) (0.18) 0.14 0.12 (0.05) (0.04) (0.02) (0.01)
Figura 4

Standard deviations:
| 4.22 1.57 0.27 0.14 0.10 0.07 0.05 0.04 0.03 0.03 0.02 0.02 |

Variance
| 17.81 2.46 0.08 0.02 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 |

La varianza de la primera componente representa el 87% de la varianza total, la de las dos primeras el
99.43% vy el de las 3 primeras el 99.8%. Alli vemos que facilmente podemos reducir el sistema de una
dimension 12 a quizds 1 o 2 dimensiones y aun asi explicar un gran porcentaje de la varianza total. En
general las 3 primeras componentes explican mas del 90% de la varianza en los movimientos de las
curvas de tasas de interés a nivel global. De alli que se haya querido interpretar cada componente como
los movimientos que se dan en las curvas. En la Figura 5 podemos observar las graficas de los 3 primeros
vectores de la matriz A.
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Figura 5

Al A2 A3

El panel izquierdo de la Figura 5 muestra los elementos del vector Al. Vemos que todos los valores son
negativos. En el caso puntual de esta muestra tenemos que hubo una reduccién en la tasa del Banco
Central de Chile muy drastica (casi 800 puntos basicos en un periodo de tiempo muy corto). Por ello
vemos que estos valores son negativos y mds fuertes en los nodos cortos. Cuando se realiza este
ejercicio en otras curvas generalmente se observa que los valores son positivos y aproximadamente de
la misma magnitud. Es por ello que se dice que la primera componente principal estd asociada con un
movimiento paralelo de la curva de tasas de interés.

Vemos que los elementos de A2 son al principio negativos y luego positivos. Se dice que la segunda
componente principal estd asociada a los movimientos de pendiente (empinamiento o aplanamiento).
Por ultimo el vector A3 tiene unos valores positivos al principio, luego negativos en el medio y al final
nuevamente positivos. La tercera componente estd asociada con los movimientos de curvatura
(butterflies).

Este primer anadlisis descriptivo permite interpretar un poco los datos pero hasta ahora carece de una
utilidad practica. La primera aplicacién que vamos a ver del ACP es su uso como filtro. En ingenieria este
método es bastante utilizado para eliminar ruido de un conjunto de datos y poder hacer lecturas y
predicciones mas facilmente.

Recordemos que el ACP se basa en la transformacién lineal del conjunto original de datos X de la forma
Y=AX

Para aplicar la técnica de filtro debemos cambiar las filas de Y cuyas componentes no vamos a utilizar
por valores nulos. A esta nueva matriz la llamaremos Y*. Esto se puede observar con detalle en el
archivo de EXCEL adjunto “EJEMPLO PCA IRS CLP.xIsx” en la hoja que se llama PCA12dim. De esta forma
podemos usar Y* para recobrar una aproximacion del conjunto de datos original X. A esta aproximacion
la llamaremos X* y se calcula

X" =Y"A
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En la Figura 6 podemos observar la evolucion de la tasa de 3 meses original y la tasa de 3 meses
estimada usando Unicamente las 3 primeras componentes principales. Podemos observar que el ajuste
es bastante bueno.

Figura 6
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Una segunda aplicacion del ACP es para la generacién de escenarios y estimacion de riesgos. Podemos
por ejemplo analizar la exposicion de un portafolio de renta fija ante los movimientos en las
componentes principales. Como ya lo habiamos mencionado anteriormente las 3 primeras
componentes principales se interpretan como movimientos de nivel, de pendiente y de curvatura.

Para poder utilizar el ACP en esta aplicacién necesitamos construir una base de datos que contenga las
diferencias entre las tasas de cada plazo en periodos consecutivos. De esta forma, en nuestro ejemplo
construimos una base de datos con las variaciones semanales en las tasas de los IRS chilenos de
diferentes plazos. Los elementos de los 3 primeros vectores obtenidos de la matriz A al igual que sus
desviaciones estandar se pueden observar en la Figura 7

Por ejemplo la tasa de 3 meses que corresponde al primer rengldn, se movera - 0.24 puntos bdsicos
cuando el factor 1 (o la primera componente principal) se mueva en una unidad. La tasa de 20 afios
(ultimo renglén de la columna 1) por su parte se movera -0.1 puntos basicos cuando el factor 1 cambie
en 1 unidad. Las desviaciones estandar de los tres primeros factores (o componentes principales) son
44.5, 18.18 y 12.56 puntos basicos respectivamente. De esta manera un movimiento del primer factor
equivalente a una desviacidn estandar causard que la tasa de 3 meses se mueva -10.49 puntos basicos
(-0.24*44.5) y que la tasa de 20 afios se mueva -4.52 puntos basicos (-0.1*44.5).
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Figura 7

Al A2 A3
CHSWPC.Curncy | (0.24) 0.56 (0.07)
CHSWPF.Curncy | (0.30) 0.44 (0.09)
CHSWP1.Curncy | (0.35) 0.32  0.02
CHSWP2.Curncy | (0.36) 0.12  0.05
CHSWP3.Curncy | (0.34) (0.04) 0.07
CHSWP4.Curncy | (0.32) (0.15) 0.08
CHSWPS.Curncy | (0.31) (0.22) 0.07
CHSWP7.Curncy | (0.27) (0.27) 0.14
CHSWPS8.Curncy | (0.27) (0.26) 0.01
CHSWP10.Curncy | (0.26) (0.26) 0.03

)

)

CHSWP15.Curncy | (0.25) (0.26) (0.00)
CHSWP20.Curncy | (0.10) (0.15) (0.97)

lo | 4450 1818 12.56 |

Algunas personas utilizan esta informacidn para calcular el Valor en Riesgo (VaR) de su portafolio de
renta fija. Veamos un ejemplo sencillo de como aplicaria esto basado en un ejercicio del libro de Hull en
la seccidn 16.9. Acd vamos a calcular la exposicidon a las 2 primeras componentes principales.

Supongamos que tenemos un portafolio que tiene exposicidon a las tasas de 1,2,3,4 y 5 anos. Las
exposiciones se expresan como la pérdida ante un movimiento hacia arriba en 1 punto bdsico en la tasa
de interés de cada plazo y son las siguientes

Tasa 1 aio Tasa 2 ainos Tasa 3 ainos Tasa 4 ainos Tasa 5 anos

+10MM +4MM -8MM -7MM +2MM

La exposicion al primer factor vendria dada por:

10*(-0.35) + 4*(-0.36) - 8*(-0.34) - 7*(-0.32) +2*(-0.31) =-0.63MM

La exposicion al segundo factor vendria dada por:

10*(0.32) + 4*(0.12) - 8*(-0.04) - 7*(-0.15) +2*(-0.22) = 4.62MM

El cambio total en el valor del portafolio AP ante un cambio en los factores 1y 2 vendria dado por:
AP =-0.63f1 + 4.62f2

Como los factores no estan correlacionados podemos decir que 1 desviacion estandar en la exposicién

del portafolio es \/0.632*44.52 +4.62°*18.18° =88.57. EL VaR a 1 semana con un 99% de
confianza seria entonces 88.57 * 2.33 = CLP 206.37 MM
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Algunos problemas del ACP

Es importante anotar que las transformaciones lineales de variables aleatorias normales producen
nuevamente una distribucién normal. Dado que A es una matriz diagonal los componentes del vector Y
son variables normales independientes. Aun cuando los datos no estén distribuidos normalmente se
puede aplicar la descomposicién de componentes principales. Los Y’s resultantes van a estar no
correlacionados pero no van a ser independientes. Estos problemas se pueden chequear facilmente con
una inspeccién visual realizando un grafico de dispersidon entre pares de componentes. Por ejemplo en la
Figura 8 podemos observar una muestra que parece tener dos regimenes diferentes ya que muestran
dos relaciones fuertes en diferentes momentos del tiempo

Figura 8
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ANEXO 1

Para el caso de p=2 la forma de calcular las componentes principales es la siguiente:

1.

Realizar una transformacion lineal de nuestro conjunto de datos de la siguiente manera

Y=AX

X es nuestra matriz original de datos. En nuestro ejemplo X es un vector de 2 filas (la tasa de 2
afios es una fila y la tasa de 5 afios es otra fila).

Y11 Y12 Yln 9 vl
IY21 Yzz anl -> Y2

Y =

En este caso A es una matriz ortogonal (recordemos que esta matriz es una rotacion del sistema
de coordenadas). Esta matriz satisface la ecuacidon A’A =l donde | es la matriz identidad

A= ay |8y Al

_a'12 a22

Calcular la matriz de varianzas y covarianzas de X. A esta la llamaremos Z. En este caso
particular £ es una matriz 2x2. La matriz de varianzas y covarianzas de Y viene dada por A’ZA.
Ademds sabemos que la matriz de varianzas y covarianzas tiene una descomposicion espectral
de la forma X = AAA’. Esto hace que A’ZA = A’ AAA’A = A. La descomposicién de componentes
principales es un caso especial de la descomposicidn espectral en donde estamos buscando que
Y1y Y2 tengan la varianza mas alta posible y ademas que sean linealmente independientes. Por
lo tanto la matriz de varianzas y covarianzas de Y va a ser una matriz diagonal cuyos
componentes corresponden a los vectores propios al cuadrado (varianzas). Recordemos que a
Y1y Y2 los denominamos componentes principales y a los valores ajj los lamamos cargas.

EL siguiente paso es buscar Al de forma tal que la varianza sea maxima. Esto es Max (A1'XA1).
Légicamente no existe un valor finito de Al para que esto suceda por lo que tenemos que
necesariamente imponer una restriccion sobre Al. La restriccién utilizada es A1’A1 = 1. Asi
entonces en SOLVER buscamos maximizar Z = A1’XA1 sujeto a A1’Al = 1. Esto lo hacemos
cambiando las celdas donde estan los componentes de Al1’.
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4. Luego hacemos buscamos A2 de forma tal que la varianza sea maxima. Nuevamente tenemos
gue maximizar Z = A2’XA2 sujeto a A2’A2 = 1. En este caso tenemos una restriccién adicional
debido a que Al y A2 deben ser ortogonales. Esta restriccion la podemos escribir facilmente
haciendo A1’A2 = 0.

5. Lo ultimo que debemos hacer es ordenar los vectores Al y A2 dependiendo del tamafio de su
varianza. El primer vector es aquel que tiene la mayor varianza.

El caso de p=2 estd ilustrado en el archivo de EXCEL adjunto “EJEMPLO PCA IRS CLP.xlsx” en la hoja que
se llama PCA2dim.

Para el caso general de p realizamos un procedimiento similar pero no es tan sencillo realizarlo en EXCEL
como explicamos anteriormente. Sin embargo existen programas que ya tienen programado el
algoritmo. Por ejemplo el programa R que es de uso gratuito tiene la funcién prcomp (X) que permite
calcular las componentes principales para una base de datos X. Adjuntamos los archivos
EjemploPCA.RData, y IRSCLP_BD.csv y PCA.txt para hacer el ejemplo en R. El archivo IRSCLP_BD.csv
contiene la base de datos con las tasas de interés de los IRS de Chile de diferentes plazos con un total de
333 observaciones. El archivo PCA.txt contiene el cédigo para correr el archivo en R. Los archivos deben
ponerse en la carpeta mis documentos.

Para el caso de p general simplemente cambiamos las matrices X, Ay Y por:

[ X, Xy, o Xy > Yu Yo o V=3 vy
X X e X X Yoo Yo 0 Yo l
X=|"2 2 :Zn Y = : : . :
xpl Xp2 xpn Xp ypl yp2 ypn > Yp
_a11 Ay apl—‘
A: a12 —aEE a’“‘ ) Al
Qp [ 8zp 0 App
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